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𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶1 = 𝐿𝐿
𝑇𝑇

[ 𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶(𝛼𝛼𝑡𝑡𝑚𝑚1 + 𝛽𝛽
2
𝑡𝑡𝑚𝑚1

2) + 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡m1𝜃𝜃1

2𝜃𝜃13
[2(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1 + (𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡m1𝜃𝜃1(2(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝛼𝛼 +

𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡m1(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡m1(2(𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡m1(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12)] + 1
2𝜃𝜃13

 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡m1 −

𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)𝑡𝑡m2 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)(−2 + (𝑡𝑡m1 + 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)))] +

𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡m1𝜃𝜃1

2𝜃𝜃12
[2(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1 + (𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡m1𝜃𝜃1(2(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝛼𝛼 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡m1(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡m1(2(𝛼𝛼 −

𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡m1(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12)] + 1
2𝜃𝜃12

 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 +

𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)𝑡𝑡m2 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)(−2 + (𝑡𝑡m1 + 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)))]] + 𝐿𝐿𝑍𝑍𝑟𝑟
𝑇𝑇

[𝑂𝑂𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑟𝑟
𝜃𝜃2

2 �{(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑐𝑐)𝜃𝜃2 −

𝑦𝑦} + [{𝑓𝑓0 𝜃𝜃2(1− 𝑒𝑒−𝜃𝜃2(𝑢𝑢−𝑡𝑡𝑟𝑟2)�} + {(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜃𝜃2 − 𝑦𝑦} ]𝑒𝑒−𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟−𝑢𝑢) ] − 𝐻𝐻𝑟𝑟
𝜃𝜃2

2 [��𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 +  𝑦𝑦
2

(𝑦𝑦 − 𝑡𝑡𝑐𝑐)� (𝑦𝑦 −

𝑡𝑡𝑐𝑐)𝜃𝜃2 − 𝑦𝑦(𝑦𝑦 − 𝑡𝑡𝑐𝑐)� − (𝐷𝐷0  −  𝜙𝜙𝜙𝜙)�𝑒𝑒𝜃𝜃2𝑢𝑢 −  𝑒𝑒𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟2��𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑢𝑢 −  𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟�+ �(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) − 𝑦𝑦
𝜃𝜃2
� (1−



2 

AIMS Environmental Science  Volume 10, Issue 5, 644–676. 

𝑒𝑒−𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟−𝑢𝑢) )]−  (𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)
𝜃𝜃2

2 [ (𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟2 −  𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑢𝑢) + (𝑡𝑡𝑐𝑐2 − 𝑦𝑦)𝜃𝜃2]  − 𝐷𝐷𝑟𝑟
𝜃𝜃2

[��𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 +  𝑦𝑦
2

(𝑦𝑦 − 𝑡𝑡𝑐𝑐)� (𝑦𝑦 − 𝑡𝑡𝑐𝑐)𝜃𝜃2 − 𝑦𝑦(𝑦𝑦 −

𝑡𝑡𝑐𝑐)� − (𝐷𝐷0  −  𝜙𝜙𝜙𝜙)�𝑒𝑒𝜃𝜃2𝑢𝑢 −  𝑒𝑒𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟2��𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑢𝑢 −  𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟�+ �(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) − 𝑦𝑦
𝜃𝜃2
� (1− 𝑒𝑒−𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟−𝑢𝑢) )]−

 𝐷𝐷𝑟𝑟(𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)
𝜃𝜃2

[ (𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟2 −  𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑢𝑢) + (𝑡𝑡𝑐𝑐2 − 𝑦𝑦)𝜃𝜃2]− 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑒𝑒−𝜌𝜌𝑡𝑡𝑟𝑟

𝜌𝜌3
[ {(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑐𝑐)𝛼𝛼 − 2𝑦𝑦}𝑒𝑒𝛼𝛼𝑡𝑡𝑟𝑟 − ((𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)𝜌𝜌 −

𝑦𝑦)𝜌𝜌𝑡𝑡𝑐𝑐 − ((𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)𝜌𝜌 − 2𝑦𝑦)] + 𝐿𝐿𝑠𝑠 �(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑢𝑢2

2
− (𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟

2𝜌𝜌(−1+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌)
𝜌𝜌

− 𝑦𝑦𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌�1+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌(−1+𝑢𝑢𝜌𝜌)�
𝜌𝜌2

+

�−1+𝑒𝑒(−𝑡𝑡𝑟𝑟+𝑢𝑢)𝜌𝜌+𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌−𝑢𝑢𝜌𝜌�(𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)
𝜌𝜌

�] + 1
𝑇𝑇

[𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑎𝑎𝑡𝑡𝐶𝐶 + 𝑏𝑏𝑡𝑡𝑅𝑅2

2
) + 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶

𝑒𝑒−𝑡𝑡R𝜃𝜃1

2𝜃𝜃13
[(2(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1 + (𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) +

𝑒𝑒𝑡𝑡𝑅𝑅𝜃𝜃1(2(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝑎𝑎 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(2(𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡𝐶𝐶(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12))] + 1
2𝜃𝜃13

 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 +

𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡R − T)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1)T + (𝑡𝑡R − T)(−2 + (𝑡𝑡R + T)𝜃𝜃1)))] +

𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡R𝜃𝜃1

2𝜃𝜃12
[(2(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1 + (𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑅𝑅𝜃𝜃1(2(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝑎𝑎 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(2(𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1) +

𝑡𝑡𝐶𝐶(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12))] + 1
2𝜃𝜃12

 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡R − T)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 +

𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1)T + (𝑡𝑡R − T)(−2 + (𝑡𝑡R + T)𝜃𝜃1)))] + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜎𝜎𝜎𝜎𝑇𝑇(𝐷𝐷𝑜𝑜 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)] ,   

𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶2 = 𝐿𝐿
𝑇𝑇

[ 𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶(𝛼𝛼𝑡𝑡𝑚𝑚1 + 𝛽𝛽
2
𝑡𝑡𝑚𝑚1

2) + 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡m1𝜃𝜃1

2𝜃𝜃13
[2(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1 + (𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡m1𝜃𝜃1(2(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝛼𝛼 +

𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡m1(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡m1(2(𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡m1(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12)] + 1
2𝜃𝜃13

 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡m1 −

𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)𝑡𝑡m2 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)(−2 + (𝑡𝑡m1 + 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)))] +

𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡m1𝜃𝜃1

2𝜃𝜃12
[2(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1 + (𝛼𝛼 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡m1𝜃𝜃1(2(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝛼𝛼 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡m1(−𝛽𝛽 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡m1(2(𝛼𝛼 −

𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡m1(𝛽𝛽 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12)] + 1
2𝜃𝜃12

 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1 +

𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡m1+𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)𝑡𝑡m2 + (𝑡𝑡m1 − 𝑡𝑡m2)(−2 + (𝑡𝑡m1 + 𝑡𝑡m2)𝜃𝜃1)))]] + 𝐿𝐿𝑍𝑍𝑟𝑟
𝑇𝑇

[𝑂𝑂𝑐𝑐𝑐𝑐 −  𝑃𝑃𝑐𝑐𝑟𝑟(𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)
𝜃𝜃2

[1 −

 𝑒𝑒𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟2−𝑡𝑡𝑟𝑟)] + 𝐻𝐻𝑐𝑐(𝐷𝐷0  −  𝜙𝜙𝜙𝜙)(−1+𝑒𝑒
𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟2−𝑡𝑡𝑠𝑠)−𝑡𝑡𝑟𝑟2𝜃𝜃2+𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑠𝑠

𝜃𝜃2
2 ) + 𝐷𝐷𝑟𝑟(𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)(−1+𝑒𝑒𝜃𝜃2(𝑡𝑡𝑟𝑟2−𝑡𝑡𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑟𝑟2𝜃𝜃2+𝜃𝜃2𝑡𝑡𝑟𝑟)

𝜃𝜃2
+

𝐵𝐵𝑐𝑐(−
𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌�(𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)𝛼𝛼(1−𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌+𝑢𝑢𝜌𝜌)−𝑦𝑦�2+𝑢𝑢𝜌𝜌+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌(−2+𝑢𝑢𝜌𝜌)��

𝜌𝜌3
−

𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌𝐷𝐷0�−𝑒𝑒𝜌𝜌𝑡𝑡𝑟𝑟+𝑒𝑒𝑣𝑣𝜌𝜌(1−𝑣𝑣𝜌𝜌+𝜌𝜌𝑡𝑡𝑟𝑟)�

𝜌𝜌2
+

𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌(𝑦𝑦−(𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)𝜌𝜌+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌(−𝑦𝑦+(𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝜙𝜙+𝑦𝑦𝑢𝑢)𝜌𝜌))(−𝑢𝑢+𝑡𝑡𝑟𝑟)
𝜌𝜌2

) + 𝐿𝐿𝑠𝑠 �(𝑥𝑥 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑢𝑢2

2
− (𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟

2𝜌𝜌(−1+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌)
𝜌𝜌

−

𝑦𝑦𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌�1+𝑒𝑒𝑢𝑢𝜌𝜌(−1+𝑢𝑢𝜌𝜌)�
𝜌𝜌2

+ �−1+𝑒𝑒(−𝑡𝑡𝑟𝑟+𝑢𝑢)𝜌𝜌+𝑡𝑡𝑟𝑟𝜌𝜌−𝑢𝑢𝜌𝜌�(𝐷𝐷0 − 𝜙𝜙𝜙𝜙)
𝜌𝜌

�]  + 1
𝑇𝑇

[𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑎𝑎𝑡𝑡𝐶𝐶 + 𝑏𝑏𝑡𝑡𝑅𝑅2

2
) +𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶

𝑒𝑒−𝑡𝑡R𝜃𝜃1

2𝜃𝜃13
[(2(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1 +

(𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑅𝑅𝜃𝜃1(2(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝑎𝑎 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(2(𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡𝐶𝐶(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12))] +
1
2𝜃𝜃13

 𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡R − T)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2− 2𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1)T + (𝑡𝑡R −

T)(−2 + (𝑡𝑡R + T)𝜃𝜃1)))] + 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑒𝑒−𝑡𝑡R𝜃𝜃1

2𝜃𝜃12
[(2(−𝑏𝑏 + 𝛽𝛽1 + (𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1)𝜃𝜃1) + 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑅𝑅𝜃𝜃1(2(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1) + 2(−𝑎𝑎 + 𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(−𝑏𝑏 +

𝛽𝛽1))𝜃𝜃1 + 𝑡𝑡𝐶𝐶(2(𝑎𝑎 − 𝛼𝛼1) + 𝑡𝑡𝐶𝐶(𝑏𝑏 − 𝛽𝛽1))𝜃𝜃12))] + 1
2𝜃𝜃12

 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶[2𝛼𝛼1𝜃𝜃1(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + (𝑡𝑡R − T)𝜃𝜃1) + 𝛽𝛽1(2−



3 

AIMS Environmental Science  Volume 10, Issue 5, 644–676. 

2𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃1(2(−1 + 𝑒𝑒(−𝑡𝑡R+T)𝜃𝜃1)T + (𝑡𝑡R − T)(−2 + (𝑡𝑡R + T)𝜃𝜃1)))] + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜎𝜎𝜎𝜎𝑇𝑇(𝐷𝐷𝑜𝑜 −  𝜙𝜙𝜙𝜙)]. 
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